
MIT 18.06 线性代数
第十六讲：投影矩阵和最小二乘法

整理自 MIT 18.06 课程及相关公开笔记

引言

本讲在上一节投影概念的基础上，进一步深入研究投影矩阵的性质及其在最小二乘法（Least
Squares）中的应用。最小二乘法的本质即将目标向量投影到矩阵的列空间中寻找最优解。

1 投影矩阵

1.1 投影矩阵 P

回顾上一节推出的投影矩阵公式：

P = A(ATA)−1AT

对于任意向量 b，投影矩阵 P 的作用是将 b投影到矩阵 A的列空间 C(A)中，得到投影向量 p = Pb。
如果向量 b 本身就在矩阵 A 的列空间内，即存在向量 x 使得 Ax = b，则对其进行投影：

Pb = A(ATA)−1ATAx = Ax = b

这表明，当向量已经位于列空间时，投影的结果等于该向量本身。
如果向量 b 垂直于 A 的列空间，即 b 位于 A 的左零空间 N(AT ) 内时，则 ATb = 0。此时投

影结果为：
Pb = A(ATA)−1(ATb) = A(ATA)−10 = 0

这说明，垂直于列空间的分量在投影过程中会被完全消除。
对于一般的向量 b，它总可以被分解为两个正交分量：

b = p + e

其中，p = Pb 是 b 在列空间 C(A) 中的分量，而 e = b − p 是 b 在左零空间 N(AT ) 中的分量。

1.2 另一个投影矩阵 I − P

对于误差向量 e = b − p，可以用矩阵形式表示为：

e = b − Pb = (I − P )b

矩阵 (I − P ) 同样具有投影矩阵的全部性质，它负责将任意向量投影到 A 的左零空间中。它可以被
视为 A 的列空间的正交补空间投影矩阵。
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2 最小二乘法与线性回归

2.1 问题背景与正规方程

最小二乘法是投影理论在数据拟合中的经典应用。假设存在三个数据点 (1, 1), (2, 2), (3, 2)，试
图寻找一条最接近这三点的直线方程 y = β + αx。如果能完美穿过三点，则应满足方程组：

β + α(1) = 1

β + α(2) = 2

β + α(3) = 2

将其写成矩阵形式 Ax = b： 
1 1

1 2

1 3


[
β

α

]
=


1

2

2


不难发现，这三个点不在同一条直线上（方程组矛盾），因此原方程无解。最小二乘法的目标即寻找

最优解 x̂ =

[
β̂

α̂

]
，使得误差的平方和最小。

将 b 投影到 A 的列空间中，利用正规方程 ATAx̂ = ATb 进行求解：

ATA =

[
1 1 1

1 2 3

]
1 1

1 2

1 3

 =

[
3 6

6 14

]

ATb =

[
1 1 1

1 2 3

]
1

2

2

 =

[
5

11

]

代入正规方程： [
3 6

6 14

][
β̂

α̂

]
=

[
5

11

]
解得：

β̂ =
2

3
, α̂ =

1

2

最终得到的最优拟合直线方程为：y =
2

3
+

1

2
x。
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图 1: 数据点到最优拟合直线的垂直距离（误差）
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2.2 几何解释与拟合结果

从几何角度看，拟合过程等价于向量 b = (1, 2, 2)T 投影到由矩阵 A 的列向量


1

1

1

 和

1

2

3

 所
张成的二维列空间中。投影后的向量 p 即为拟合直线上三个点对应的纵坐标：

p = Ax̂ =


1 1

1 2

1 3


[
2/3

1/2

]
=


7/6

5/3

13/6


对应的误差向量 e 为实际数据点与拟合值的偏差：

e = b − p =


1

2

2

−


7/6

5/3

13/6

 =


−1/6

2/6

−1/6


通过计算可以验证，p 与 e 正交（点积为 0），且误差向量 e 垂直于 A 的两个列向量，这证明了最
小二乘法的投影本质。

2.3 偏导数方法

除了矩阵投影法，还可以利用微积分中的偏导求解。最小化误差平方和函数：

E(α, β) = e21 + e22 + e23 = (β + α− 1)2 + (β + 2α− 2)2 + (β + 3α− 2)2

分别对 β 和 α 求偏导数，并令其等于 0：
∂E

∂β
= 2(β + α− 1) + 2(β + 2α− 2) + 2(β + 3α− 2) = 0

∂E

∂α
= 2(β + α− 1) + 4(β + 2α− 2) + 6(β + 3α− 2) = 0

化简得到与正规方程完全相同的线性方程组：

3β + 6α = 5

6β + 14α = 11

这证明了通过微积分（最小化距离平方和）和线性代数（寻找投影）得到的解是完全一致的。

总结

本讲系统展示了投影理论在最小二乘法中的应用：

• 通过投影矩阵 P = A(ATA)−1AT，任意向量 b 可以被分解为列空间分量 p = Pb 与左零空间
分量 e = (I − P )b。

• 对于无解的线性方程组，最小二乘法通过求解正规方程 ATAx̂ = ATb 可以得到误差平方和最
小的最优解。

• 矩阵 ATA 可逆的充要条件是 A 的列向量线性无关。当 A 的列向量是标准正交向量组时，计
算会极大简化。
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