
MIT 18.06 线性代数
第二十一讲：特征值和特征向量

整理自 MIT 18.06 课程及相关公开笔记

引言

本讲标志着线性代数课程进入了新的核心模块——特征值（Eigenvalues）与特征向量（Eigen-
vectors）。特征值不仅是描述矩阵固有属性的重要标量，也是理解矩阵对角化、矩阵幂运算以及微分
方程组求解的基础。本讲将在方阵的背景下，系统介绍特征值与特征向量的定义、求解算法以及一
些特殊情形。

1 特征值与特征向量

1.1 核心方程与几何意义

对于 n 阶方阵 A，如果存在一个非零向量 x 和一个标量 λ，使得如下线性变换成立：

Ax = λx

则称 x 为矩阵 A 的特征向量，λ 为 A 的特征值。
几何解释：矩阵 A 可以视为对向量空间 Rn 的一个线性变换。在一般向量经过 A 作用后，方

向会发生改变，而特征向量 x 是那些在变换前后方向保持不变（或者方向完全相反，或者变为零向
量）的向量；标量 λ 表示变换在该方向上的拉伸或压缩倍数。

1.2 特征值为零的情形

如果矩阵 A 存在特征值 λ = 0，根据定义有 Ax = 0x = 0，这意味着存在非零向量 x 使得齐次
方程 Ax = 0 有解。因此，矩阵 A 奇异（不可逆）的充要条件是它至少有一个特征值为 0。
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1.3 投影矩阵的特征值

考虑一个投影矩阵 P，其作用是将向量投影到某个平面（子空间）上。

• 对于位于该投影平面内的任意向量 x，投影后保持不变，因此 Px = 1x，即特征值为 1。

• 对于垂直于该平面的向量 x，投影后为零向量，因此 Px = 0x，即特征值为 0。

投影矩阵的特征向量张成了整个空间。

2 特征值的求解

2.1 特征方程

要直接求解方程 Ax = λx 中的 λ 和 x 并不容易。将方程移项：

Ax − λx = 0 =⇒ (A− λI)x = 0

要使得非零向量 x 是此齐次方程的解，系数矩阵 (A− λI) 必须是奇异矩阵，因此，其行列式必
须等于 0。这给出了特征方程（Characteristic Equation）：

|A− λI| = 0

计算步骤：

1. 求解特征方程 |A−λI| = 0，解出的 n 个根即为矩阵的 n 个特征值（在复数域内有 n 个解，可
能有重根）。

2. 对于每一个特征值 λi，将其代入 (A− λiI)x = 0，利用高斯消元法求此方程组的零空间，零空
间中的非零向量即为对应于 λi 的特征向量。

2.2 迹与行列式

根据特征方程的根与系数的关系，可以得到两个的重要性质：

• 特征值之和等于矩阵的迹（trace）：
n∑

i=1

λi = tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann

• 特征值之积等于矩阵的行列式：
n∏

i=1

λi = |A|

对于二阶矩阵，若已知其中一个特征值，可以直接通过这两个性质快速求出另一个特征值。
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3 示例

3.1 二阶对称矩阵

求解矩阵 A =

[
3 1

1 3

]
的特征值与特征向量。

解：构造特征方程：

|A− λI| =

∣∣∣∣∣3− λ 1

1 3− λ

∣∣∣∣∣ = (3− λ)2 − 1 = 0

展开后得到 λ2 − 6λ+ 8 = 0（其中 6 是迹，8 是行列式的值），解得特征值 λ1 = 4, λ2 = 2。
分别回代求零空间：

• 当 λ1 = 4 时，代入 (A− 4I)x = 0，得
[
−1 1

1 −1

]
x = 0，特征向量可取 x1 =

[
1

1

]
。

• 当 λ2 = 2 时，代入 (A− 2I)x = 0，得
[
1 1

1 1

]
x = 0，特征向量可取 x2 =

[
−1

1

]
。

3.2 矩阵加法对特征值与特征向量的影响

在 A 的基础上，考虑矩阵 B =

[
0 1

1 0

]
，其特征值为 1 和 −1，特征向量分别为 x1 和 x2。观察

A = B + 3I，由 Bx = λ′x 可推出：

Ax = (B + 3I)x = Bx + 3x = λ′x + 3x = (λ′ + 3)x

注意事项：一般矩阵的和的特征值不等于特征值的和（即 |λ(A) + λ(B)| ̸= |λ(A + B)|），除非
这两个矩阵具有相同的特征向量。

4 特殊情况

4.1 虚数特征值

考虑旋转矩阵 Q =

[
0 −1

1 0

]
，该矩阵将平面内所有向量逆时针旋转 90◦。由于任意向量在经过

90◦ 旋转后方向都会发生改变，因此该矩阵在实数域内不存在实数特征向量。
其特征方程为：

|Q− λI| =

∣∣∣∣∣−λ −1

1 −λ

∣∣∣∣∣ = λ2 + 1 = 0

解得复数特征值 λ1 = i 和 λ2 = −i。由此可得对称矩阵与反对称矩阵的性质：

• 对于对称矩阵 AT = A，特征值始终为实数。

• 对于反对称矩阵 AT = −A，特征值为纯虚数。
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4.2 重根与特征向量的短缺

对于三角矩阵，其特征值恰好是主对角线上的元素。例如，对于上三角矩阵 A =

[
3 1

0 3

]
：

|A− λI| =

∣∣∣∣∣3− λ 1

0 3− λ

∣∣∣∣∣ = (3− λ)2 = 0

解得 二重根 λ1 = λ2 = 3，将 λ = 3 代入求特征向量：

(A− 3I)x =

[
0 1

0 0

]
x = 0

该方程只能解出一个线性无关的特征向量 x1 =

[
1

0

]
，这意味着尽管是二阶矩阵，但缺少了一个独立

的特征向量。这种特征向量不足的现象，通常意味着矩阵无法相似对角化（即退化）。

5 对称矩阵特征向量的正交性

对于对称矩阵，其不同特征值所对应的特征向量必然是互相正交的。证明如下：假设对称矩阵
A = AT 有两个不同的特征值 λ1 ̸= λ2，对应的特征向量分别为 x1, x2，由定义可知：

Ax1 = λ1x1, Ax2 = λ2x2

用 xT
2 左乘第一个方程：

xT
2 Ax1 = λ1xT

2 x1

利用对称性 A = AT，等式左边可改写为：

xT
2 Ax1 = (xT

2 A
T )x1 = (Ax2)

Tx1 = λ2xT
2 x1

因此，λ1xT
2 x1 = λ2xT

2 x1 =⇒ (λ1 − λ2)xT
2 x1 = 0，由于 λ1 ̸= λ2，故必然有 xT

2 x1 = 0，即 x1 ⊥ x2。

总结

本讲介绍了线性代数中的特征值与特征向量理论：

• 定义：满足方程 Ax = λx 的标量 λ 与向量 x。

• 求解核心：特征方程 |A− λI| = 0 用于求出特征值，(A− λI)x = 0 用于求出特征向量。

• 重要性质：
∑

λi = tr(A)、
∏

λi = |A|、对称矩阵不同特征值对应的特征向量正交。

• 特殊情况：实数矩阵可能有复数特征值（如旋转矩阵）；三角矩阵若有重根，可能导致特征向
量短缺，矩阵不可相似对角化。
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补充：特征值和特征向量的应用

特征值与特征向量不仅是抽象的线性代数概念，更是现代数据科学、机器学习和复杂网络分析
中不可或缺的核心工具。

• 特征向量：是在线性变换（矩阵乘法）作用下，仅发生长度伸缩而保持方向不变的向量，它代
表了系统或数据集内在的“稳定结构”。

• 特征值：是特征向量在变换中被拉伸或压缩的倍数，特征值的大小直接反映了该特征向量在系
统中的“重要性”或“影响力度”。

5.1 应用一：人脸识别

问题：如何高效且精确地表示和识别一张人脸图像？

1. 降维与数据转化：将高维的像素矩阵（人脸图像）展开为一维向量，构建全体样本的数据集。

2. 寻找核心特征：计算人脸图像数据集的协方差矩阵，该矩阵包含了像素之间变化的统计信息。

3. 求解特征脸：协方差矩阵的特征向量被提取出来，在计算机视觉中被称为“特征脸”（Eigenfaces），
这些特征向量构成了一组最佳的基底，能够最高效地描述人脸的变化。

4. 特征值衡量重要性：特征值的大小表示了该特征脸在整体人脸变化中的贡献度或重要性。

重构与应用：任何一张新的人脸图像，都可以表示为“平均人脸”与一组特征脸的线性组合（加
权求和）。通过比较这些权重系数，即可实现快速的人脸识别与分类。

图 1: Face Recognition Using Eigenfaces (Turk & Pentland, 1991)
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5.2 应用二：数据降维

问题：在处理高维数据（例如具有数千个特征的基因表达数据或图像数据）时，如何剔除冗余
噪声，保留最重要的信息？

1. 寻找主成分：计算数据的协方差矩阵，并求解其特征值与特征向量。

2. 定义方向的重要性：特征值的大小直接代表了数据在对应特征向量方向上的方差大小，特征值
越大，说明数据在这个方向上的波动越大（即信息量越丰富）。

3. 降维操作：将特征值从大到小排列，选取前 k 个最大的特征值，将数据投射到对应的 k 个特
征向量所张成的子空间上，即可实现数据降维。

结论：通过丢弃特征值很小（即方差很小、可视为噪声）的特征向量方向，PCA 可以在保留数据集
主要结构的基础上，极大地降低计算复杂度。

5.3 应用三：网页排名

问题：在拥有数十亿网页的万维网中，如何客观评估每一个网页的重要性或权威性？

1. 构建转移矩阵：将整个互联网的网页视为节点，超链接视为有向边，构造一个巨大的转移矩阵。
矩阵的每个元素代表用户从网页 i 跳转到网页 j 的概率。

2. 求解主特征向量：PageRank 算法的核心在于寻找该转移矩阵的主特征向量（即对应最大特征
值 λ = 1 的特征向量）。

3. 特征值的理论保证：根据 Perron-Frobenius 定理，该转移矩阵的最大特征值必为 1，保证了稳
态分布的数学确定性。

PageRank 值：特征向量中的每一个元素值，即为对应网页的 PageRank 得分，得分为 1 的特征向
量代表了互联网经过无数次随机漫游后的稳态概率分布，这正是网页相对重要性的量化度量。

图 2: PageRank 的卡通概念图
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