
MIT 18.06 线性代数
第二讲：矩阵消元

整理自 MIT 18.06 课程及相关公开笔记

引言

消元法（Elimination）是计算机软件求解线性方程组 Ax = b时最常用的方法。只要系数矩阵 A

是可逆的，我们就能够通过系统化的消元步骤将复杂的方程组转化为简易的三角方程组，并最终求
出解。本讲的核心在于理解消元的具体过程，并将这些行变换操作用消元矩阵进行数学化表达，同
时引入逆矩阵与置换矩阵的概念。

1 消元法与回代求解

1.1 消元法介绍

对于一个“好”的系数矩阵（可逆矩阵）A，我们通过将不同行的方程进行加法和减法运算，逐
步消去未知数。以下面方程组为例：

x+ 2y + z = 2

3x+ 8y + z = 12

4y + z = 2

=⇒ Ax = b, A =


1 2 1

3 8 1

0 4 1

 , b =


2

12

2


步骤 1： 寻找第一个主元：矩阵左上角的 1 是第一个主元（Pivot）。目标是将第一列中除了主元以外的

元素（即 a21 = 3）消为 0：将第二行减去第一行的 3 倍。

步骤 2： 寻找第二个主元：此时矩阵右下角剩余部分为
[
2 −2

4 1

]
，左上角的 2成为第二个主元；将第三

行减去第二行的 2 倍。

步骤 3： 得到第三个主元：经过上述操作，第三行只剩下元素 5，此即第三个主元。

最终，系数矩阵 A 被消元为一个上三角矩阵（Upper Triangular Matrix），记为 U：

U =


1 2 1

0 2 −2

0 0 5


注意：主元位置不能为 0。如果在消元过程中主元位置恰好为 0，则需要进行“行交换”（换行）操
作，找一个非零数作为主元。若下方所有行在对应位置皆为 0，说明矩阵不可逆，方程组无唯一解。
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1.2 回代求解

在实际手工计算中，我们常将向量 b 拼接到矩阵 A 的右侧，构成增广矩阵 [A | b]，对增广矩阵
进行同样的行变换，即带着 b 一起消元：

1 2 1 2

3 8 1 12

0 4 1 2

 −→


1 2 1 2

0 2 −2 6

0 4 1 2

 −→


1 2 1 2

0 2 −2 6

0 0 5 −10



消元后，原方程 Ax = b 转化为新方程 Ux = c，其中 c =


2

6

−10

。此时可以通过从下往上的回代过
程轻松求出解：

• 由第三行 5z = −10，得 z = −2。

• 代入第二行 2y − 2z = 6，得 y = 1。

• 代入第一行 x+ 2y + z = 2，得 x = 2。

2 消元矩阵

2.1 行向量与矩阵的乘法

在上一讲中我们已知，矩阵右乘列向量相当于对矩阵的列进行线性组合。同样地，矩阵左乘行
向量，则等价于对矩阵的行向量进行线性组合。例如：

[
−3 1 0

]
1 2 1

3 8 1

0 4 1

 = −3
[
1 2 1

]
+ 1

[
3 8 1

]
+ 0

[
0 4 1

]
=

[
0 2 −2

]

这说明，我们可以用左乘矩阵的方式来表达行变换操作。

2.2 初等消元矩阵的构造

所谓消元矩阵，就是将消元过程中的行变换转化为矩阵乘法。我们可以从单位阵 I 出发，对 I

进行相同的行变换来得到消元矩阵：

• 消元矩阵 E21：要将矩阵 A 的 (2, 1) 位置变为 0，即第二行减去第一行的 3 倍。对单位阵 I 的
第二行做同样操作，得到：

E21 =


1 0 0

−3 1 0

0 0 1

 , 且满足E21A =


1 2 1

0 2 −2

0 4 1


• 消元矩阵 E32：要将上述结果矩阵的 (3, 2) 位置变为 0，即第三行减去第二行的 2 倍。其对应
的消元矩阵为：

E32 =


1 0 0

0 1 0

0 −2 1


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根据矩阵乘法的结合律，整个消元过程可表示为：

E32(E21A) = U 或写成 (E32E21)A = U

记 E = E32E21，则 E 就是此消元过程的总消元矩阵，满足 EA = U。

3 置换矩阵与行列变换

3.1 行变换与列变换

矩阵的左乘等同于对矩阵进行行变换，而矩阵的右乘则等同于对矩阵进行列变换。能够实现行
交换操作的矩阵称为置换矩阵（Permutation Matrix），它是由单位阵 I 经行交换得到的。
例如，交换 2× 2 矩阵的第一行和第二行，其对应的置换矩阵 P 为：

P =

[
0 1

1 0

]

左乘 P 交换行（行变换）： [
0 1

1 0

][
a b

c d

]
=

[
c d

a b

]
右乘 P 交换列（列变换）： [

a b

c d

][
0 1

1 0

]
=

[
b a

d c

]
值得注意的是，矩阵乘法一般不满足交换律，即 PA ̸= AP。因此，在进行矩阵运算时，必须严格区
分左乘（行操作）与右乘（列操作）。

3.2 三阶置换矩阵

对于三阶矩阵，若需要交换第 1 行与第 3 行，对应的置换矩阵 P13 为：

P13 =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 , P13A =


a31 a32 a33

a21 a22 a23

a11 a12 a13



同理，交换第 1 行与第 2 行对应的置换矩阵为 P12 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

。

4 逆矩阵初探

既然消元矩阵 E 代表着对矩阵 A 施加一系列的变换，那么必然存在一个反向操作可以“撤销”
这些变换，从而将矩阵 U 还原为 A。这个反向操作对应的矩阵就是消元矩阵的逆矩阵（Inverse）。
例如，对 E21 而言，其作用是第二行减去第一行的 3 倍。撤销这一操作需要第二行加上第一行

的 3 倍。因此，E21 的逆矩阵为：

E−1
21 =


1 0 0

3 1 0

0 0 1


3



逆矩阵满足基本性质：
E−1

21 E21 = I

其中 I 为单位阵。同理，对于整个消元过程，我们也可以通过逆矩阵将上三角矩阵 U 还原为原始矩
阵 A，即 E−1

21 E
−1
32 U = A。

总结

• 高斯消元法通过对增广矩阵 [A | b] 进行行变换，将系数矩阵 A 化简为上三角矩阵 U，再结合
回代过程求解方程组。

• 消元矩阵（初等矩阵）是将行变换操作用矩阵乘法形式表达的重要工具。通过对单位阵 I 执行
相应的行变换，我们可以直接写出该步骤的消元矩阵。

• 矩阵的左乘与右乘对应着不同的操作：左乘对应行变换，右乘对应列变换。置换矩阵是行交换
操作的标准矩阵形式。

• 逆矩阵是消元过程的逆运算，满足 E−1E = I。这一概念不仅为消元提供了“可逆”的理论支
撑，也为后续研究矩阵分解（如 LU 分解）奠定了基础。
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