
MIT 18.06 线性代数
第二十四讲：马尔可夫链、傅里叶级数

整理自 MIT 18.06 课程及相关公开笔记

引言

本讲是特征值与投影矩阵理论在具体应用中的展现，主要内容涵盖两部分：一是马尔可夫矩阵
（Markov Matrices）及其在人口迁移与稳态分布中的应用；二是傅里叶级数（Fourier Series），其核
心思想是将标准正交基从有限维向量空间推广至无限维函数空间，是一种广义的正交投影。

1 马尔可夫矩阵及其性质

1.1 定义

如果一个方阵 A 满足以下两个条件，则称其为马尔可夫矩阵（Markov Matrix）：

1. 矩阵中的所有元素均为非负数（aij ≥ 0），

2. 矩阵每一列的元素之和均为 1。

这种构造源于概率论的应用，矩阵中的元素常被解释为状态转移的概率。马尔可夫矩阵的一个直观
性质是：对马尔可夫矩阵求任意正整数次幂（Ak），其结果仍然是马尔可夫矩阵。

1.2 特征值性质与稳态

马尔可夫矩阵具备两个关键的特征值属性：

1. λ1 = 1 必定是它的一个特征值，

2. 其余的所有特征值的绝对值均满足 |λi| < 1。

证明 λ = 1 是特征值：马尔可夫矩阵 A 的各列元素之和为 1。考察矩阵 (A − I)，对于该矩阵的每
一列，其元素之和变为 1− 1 = 0，由于列元素之和为 0，这意味着将矩阵的所有行相加后，得到的
是一个全零行，因此矩阵 (A− I) 不可逆，故存在非零向量 x 使得 (A− I)x = 0，即 Ax = x，λ = 1

是其特征值，且特征值 1 。
稳态的意义：根据差分方程解的公式 uk = Aku0 = c1λ

k
1x1 + c2λ

k
2x2 + · · · + cnλ

k
nxn，由于马尔

可夫矩阵 |λi| < 1 (i ≥ 2)，当 k → ∞ 时，所有包含 λk
i 的项都将趋近于零。因此，系统最终会收敛

到稳态（steady state）：
usteady = lim

k→∞
uk = c1x1

即系统最终将稳定在初始向量 u0 在特征向量 x1 方向上的分量。如果 x1 的分量均为正，且初始状
态为正，则稳态分布也必然为正。
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1.3 应用实例：加州与麻省的人口迁移

考虑一个经典的马尔可夫链应用：加利福尼亚州与马萨诸塞州的人口迁移问题。假设每年这两

个州的人口互相流动，比例固定。设向量 uk =

[
uCal

uMass

]
k

表示第 k 年两州的人口分布，给定状态转

移矩阵 A（规定列元素之和为 1，即总人数守恒）：

A =

[
0.9 0.2

0.1 0.8

]

矩阵的含义为：每年有 90% 的加州人留在加州，10% 迁往麻省；有 20% 的麻省人迁往加州，80%

留在麻省。设初始人口分布为 u0 =

[
0

1000

]
，即全部人口一开始均在麻省。

求该矩阵的特征值：由于矩阵列和为 1，故 λ1 = 1。根据矩阵的迹 tr(A) = 0.9 + 0.8 = 1.7，可
得 λ2 = tr(A)− λ1 = 0.7，由于 |λ2| < 1，系统最终将趋于稳态。求解对应的特征向量：

• 对于 λ1 = 1，解 (A− I)x1 = 0，得特征向量 x1 =

[
2

1

]
，这表示最终稳态下，加州与麻省的人

口比例将稳定在 2 : 1。

• 对于 λ2 = 0.7，解 (A− 0.7I)x2 = 0，得特征向量 x2 =

[
1

−1

]
。

根据差分方程通解 uk = c1(1)
kx1 + c2(0.7)

kx2，代入 u0：

u0 = c1

[
2

1

]
+ c2

[
1

−1

]
=

[
0

1000

]
=⇒ c1 =

1000

3
, c2 =

2000

3

因此，系统的终态（稳态）人口分布为：

usteady =
1000

3

[
2

1

]
=

[
2000/3

1000/3

]

这表示随着时间的推移，大约有 2/3 的人口居住在加州，1/3 的人口居住在麻省，这是一个与初始
状态无关的固有稳态。

2 傅里叶级数

2.1 从有限维向量空间到函数空间

回顾标准正交基的概念：若有一组标准正交向量 q1, q2, · · · , qn 构成 n 维空间的一组基，则空
间中的任意向量 v 可以唯一地表示为这组基的线性组合：

v = x1q1 + x2q2 + · · ·+ xnqn

求解系数 xi：由于 qT
i qj = δij，在等式两端同时左乘 qT

i ，即可得到 xi = qT
i v。

δij =

1, i = j

0, i ̸= j

从矩阵角度而言，这等价于求解 Qx = v，由于 Q 是正交矩阵，x = Q−1v = QTv。
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傅里叶级数是将这一思想从离散的向量空间推广到了无穷维的函数空间。函数空间中的一组标
准正交基为三角函数：1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, · · ·；任何周期为 2π 的（满足一定条
件的）函数 f(x) 都可以展开为傅里叶级数：

f(x) = a0 + a1 cosx+ b1 sinx+ a2 cos 2x+ b2 sin 2x+ · · ·

2.2 函数空间的内积与正交性

在函数空间中，两个函数 f(x) 和 g(x) ，其内积（点积）定义由离散求和变为积分。考虑到三
角函数的周期为 2π，通常定义内积为区间 [0, 2π] 上的定积分：

fT g ≜
∫ 2π

0

f(x)g(x) dx

利用该定义可以检验傅里叶级数基的正交性。例如，验证 sinx 与 cosx 正交：∫ 2π

0

sinx cosx dx =

∫ 2π

0

1

2
sin 2x dx = −1

4
cos 2x

∣∣∣∣2π
0

= 0

2.3 傅里叶系数求解

通过类比标准正交基下求解系数 xi = qT
i v 的思路，可以利用内积求出傅里叶系数。以求系数

a1 为例，将 f(x) 与基函数 cosx 进行内积：∫ 2π

0

f(x) cosx dx =

∫ 2π

0

(a0 + a1 cosx+ b1 sinx+ a2 cos 2x+ · · · ) cosx dx

= 0 + a1

∫ 2π

0

cos2 x dx+ 0 + 0 + · · ·

= a1π

因此，傅里叶系数 a1 的计算公式为：

a1 =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cosx dx

同理，可以求出 a0, b1, a2 等其他系数，这一过程说明，傅里叶级数的本质是将任意函数向由正交三
角函数构成的空间中进行投影。

总结

本讲展示了特征值与投影理论在实际问题中的两大典型应用：

• 马尔可夫矩阵：利用特征值为 1 和其余特征值模长小于 1 的性质，可以快速判断系统的稳态
分布；人口迁移的实例演示了如何通过特征向量直接将稳态构成描述出来。

• 傅里叶级数：将标准正交基的概念从离散向量空间扩展到连续函数空间，通过定义函数的内积，
可以利用投影公式快速求出傅里叶系数，体现了线性代数分析无限维空间结构的强大能力。
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