
MIT 18.06 线性代数
第二十五讲：对称矩阵与正定矩阵

整理自 MIT 18.06 课程及相关公开笔记

引言

本讲将围绕一类性质优良的方阵——对称矩阵（symmetric matrix）展开，并引出与之紧密相关
的正定矩阵（positive definite matrix）。对称矩阵的特征值和特征向量具有明确的实数性质和正交
性，这使得它们在数学理论与工程实践中都被频繁使用；而正定矩阵则通过将矩阵的主元、特征值
和行列式这三个核心概念整合在一起，从而为许多优化问题与稳定性分析提供了统一的分析框架。

1 对称矩阵

1.1 谱定理与对称矩阵的对角化

由于对称矩阵存在 n个线性无关且相互正交的特征向量，因此它必然可以被对角化；对于通常的
可对角化矩阵，我们有 A = SΛS−1。而将特征向量矩阵 S 取为标准正交矩阵 Q，并利用 Q−1 = QT，
则对称矩阵可以表示为：

A = QΛQ−1 = QΛQT

其中 Q 的列向量是标准正交的特征向量，Λ 为对角元为特征值的对角矩阵。
这种分解形式在数学上被称为谱定理（spectral theorem），它将特征值视为矩阵的“谱”；在力

学中则被称为主轴定理（principal axis theorem），其含义是：在合适的坐标轴（即特征向量方向）
下，矩阵所对应的二次型将不再含有交叉项，可化为对角形式。此外，任何形如 QΛQT 的矩阵都是
对称矩阵，因为 (QΛQT )T = QΛQT。
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1.2 几何直观与二次型的矩阵表示

二次型（Quadratic Form）是含有多个变量的二次齐次多项式，在几何上通常对应着椭圆、椭
球等二次曲面。通过旋转坐标轴消除交叉项，可以将复杂的曲线方程简化为只含平方项的标准形。
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图 1: 正交旋转变换不改变形状

1.2.1 二次型的矩阵形式

对于含交叉项的二次型方程，例如：5x2 + 8xy + 5y2 = 1，可以将该多项式写成向量与矩阵乘
积的二次型矩阵形式：

f(x) = xTAx

其中 x =

[
x

y

]
，而 A 是对应于该二次型的对称矩阵。矩阵构造法则：

• x2 和 y2 的系数直接放在矩阵的主对角线上；

• 交叉项（8xy）的系数需要对半拆开，分别放在矩阵对称位置的非对角线上（即 4 和 4）。

于是，上面的方程可以转化为：

xTAx =
[
x y

] [5 4

4 5

][
x

y

]
= 1

1.2.2 正交变换

为了消除交叉项，必须进行正交变换（Orthogonal Transformation）。正交变换对应一个正交矩
阵 P（满足 P TP = I），它代表坐标系的一种旋转。这种变换的特点是：只会改变图形的坐标朝向，
而不会改变图形自身的形状、长宽比例和体积。
设新坐标为 y，则变量代换关系为：

x = Py

代入二次型得：
xTAx = (Py)TA(Py) = yT (P TAP )y
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1.2.3 二次型的标准型

我们寻找正交矩阵 P 的目标是让变换后的矩阵 P TAP 成为一个对角矩阵Λ，即让非对角线上
的交叉项系数全部变为 0。根据谱定理，对于任意实对称矩阵 A，总存在一个正交矩阵 Q，使得：

QTAQ = Λ =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn


此时，原二次型方程被化为了标准形（Standard Form）：

yTΛy = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n = 1

在这组新坐标下，椭圆、椭球的对称轴就与新坐标轴完全对齐了。

1.3 寻找方向就是寻找特征向量

那么，如何找到那个让图形“变正”的特殊旋转角度呢？这个特殊方向是图形本身就具备的，即
椭圆的长轴和短轴（在三维空间中对应椭球的三根主轴）。
在主轴的方向上取一个向量 x，施加矩阵变换 A 后，该向量的方向不发生变化，仅长度发生伸

缩：Ax = λx，这就是矩阵 A 的特征向量，对应的伸缩倍数 λ 为特征值。显然，这些特征向量（两
两垂直）对应的方向，就是我们需要的“旋转对齐方向”。在计算中，将二次型化为标准形的步骤：

1. 求特征值：求解矩阵 A 的特征方程 |A− λI| = 0，解出的 λi 就是标准形中平方项的系数。对
于本例中的矩阵 A，解特征方程可得 λ1 = 8, λ2 = 2。

2. 求特征向量：将每一个特征值 λi 分别代入特征方程 (A− λiI)xi = 0，求得对应的线性无关的
特征向量 xi（即椭圆长轴和短轴的方向）。

3. 单位化并构造正交矩阵：将求得的所有特征向量进行单位化处理（使其模长为 1），并将单位化
后的向量按列排成一个矩阵 P，此时矩阵 P 即为所需的正交变换矩阵。

4. 写出标准形：λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n；对于二维情形，本例的标准形即为：8y21 + 2y22 = 1。
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图 2: 坐标轴旋转到主轴方向后，椭圆的主轴与坐标轴对齐，矩阵变为对角形
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1.4 对称矩阵特征值为实数的证明

对称矩阵的特征值均为实数，这一结论的证明过程如下：
设 A 为实对称矩阵，且有特征值 λ 和对应的特征向量 x，满足：

Ax = λx

对该式取共轭，由于 A 为实矩阵，得到：

Ax = λx

对上式两边取转置，可得：
xTAT = xTλ

由于 A 对称，即 AT = A，因此：
xTA = xTλ

在等式两边右乘 x，得到：
xTAx = xTλx

另一方面，由原特征方程 Ax = λx，在等式左边左乘 xT，得到：

xTAx = xTλx

比较以上两个结果，有：
xTλx = xTλx

即：
(λ− λ)xTx = 0

而 xTx = |x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2 > 0（因为特征向量 x 非零），因此必须有 λ = λ，即 λ 为
实数。
对于复矩阵而言，若满足 A = A

T
（即共轭转置等于自身，称为 Hermite 矩阵），则上述推理同

样成立，其特征值也为实数，特征向量同样具有正交性。

1.5 对称矩阵是投影矩阵的组合

根据谱分解 A = QΛQT，将矩阵乘法按列乘以行的方式展开：

A =
[
q1 q2 · · · qn

]

λ1

λ2

. . .
λn




qT1

qT2
...
qTn

 = λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + · · ·+ λnqnq

T
n

其中 qkq
T
k 正是沿方向 qk 进行投影的投影矩阵。因此，任意实对称矩阵都可以表示为若干个相互正

交的投影矩阵的线性组合，其组合系数即为对应的特征值，这是谱定理的另一种理解方式。
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1.6 主元的符号与特征值的符号

1.6.1 惯性定理

在实际计算中，对于大规模矩阵，直接通过求解 |A− λI| = 0 来获得特征值往往不够方便。而
对于对称矩阵，一个重要的结论是：

正主元的个数 =正特征值的个数

负主元的个数 =负特征值的个数

换言之，对称矩阵主元的正负号与特征值的正负号完全一致。该结论可通过合同变换的惯性定理
（Sylvester’s Law of Inertia）加以证明：消元过程给出 A = LDLT，而对角化给出 A = QΛQT，
两者比较可知 D 与 Λ 合同，合同变换不改变正负惯性指数，因此主元和特征值的符号相匹配。这
提供了一种比直接求特征值更方便的判断方式，通过消元获得主元即可了解特征值的符号分布。
此外，利用矩阵 A+ bI 的特征值比 A 的特征值大 b 这一性质，还可以通过检查 A+ bI 的主元

符号来判断 A 的特征值与 b 的大小关系，从而对特征值的具体位置进行估计。

1.6.2 合同变换

设 A 和 B 是两个 n 阶实对称矩阵。如果存在一个可逆矩阵 P，使得：

B = P TAP

1. 消元过程（LDLT 分解），由于 L 是单位下三角矩阵，必然可逆。

将 A 两边同时左乘 L−1、右乘 (L−1)
T，可得：

D = L−1A
(
L−1

)T
令 P = (L−1)

T，则：

D = P TAP

所以 D 与 A 合同。

2. 正交对角化（QΛQT 分解），由于 Q 是正交矩阵，满足 QT = Q−1，必然可逆。同理可得：

Λ = QTAQ

所以 Λ 也与 A 合同。

合同关系具有传递性：如果 D 与 A 合同，A 与 Λ 合同，则 D 与 Λ 合同。
相似（Similarity）刻画的是“同一个线性变换在不同基下的表现”，关注的是特征值。
合同（Congruence）刻画的是“同一个二次型在不同坐标系下的表达式”，关注的是惯性指数。
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2 正定矩阵

2.1 定义与基本判定

正定矩阵是指所有特征值均为正数的实对称矩阵。由于对称矩阵的特征值与主元符号一致，因
此等价于：当对称矩阵的所有主元均为正数时，该矩阵即为正定矩阵。
例如，对于矩阵

A =

[
5 2

2 3

]
消元后得到主元为 5 和 2.2，均大于零，因此 A 是正定矩阵。计算特征值：

|A− λI| = λ2 − 8λ+ 11 = 0

解得 λ = 4±
√
5，二者均为正数，这与主元符号一致的结论相符。

2.2 正定矩阵的充要条件

对于实对称矩阵 A，以下条件彼此等价，均可作为正定矩阵的判定依据：

(1) 对任意非零向量 x，均有 xTAx > 0；

(2) 所有特征值 λi > 0；

(3) 所有主元均大于 0；

(4) 全部顺序主子式均大于 0；

(5) 存在可逆矩阵 D，使得 A = DTD；

(6) A 合同于单位矩阵 I。

其中，顺序主子式是指取矩阵前 k 行、前 k 列所构成的子矩阵的行列式，1 ≤ k ≤ n。这一条
件给出了一个便于手算检验的途径。

2.3 正定矩阵的必要条件

若 A 是正定矩阵，则可推出以下必要条件：

(1) 主对角元素 aii > 0；

(2) 行列式 |A| > 0。

需要注意的是，行列式大于零只是正定的必要条件，而非充分条件。例如矩阵[
−1 0

0 −3

]

的行列式为 3 > 0，但其特征值均为负数，因此并不是正定矩阵。这也说明了“全部顺序主子式均大
于 0”这一条件的必要性——仅靠整体行列式无法排除对角线元素为负的情况。
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总结

• 对称矩阵的基本性质：实对称矩阵的特征值均为实数，并且可以选出一组相互正交的特征向量。
利用标准正交特征向量矩阵 Q，对称矩阵可分解为 A = QΛQT，这一分解形式称为谱定理。

• 对称矩阵的展开与投影解释：将 A = QΛQT 按列乘以行展开，可得 A =
∑n

k=1 λkqkq
T
k，表明

每个对称矩阵都是一组相互正交的投影矩阵的线性组合。

• 主元与特征值的符号对应：对于对称矩阵，正主元的个数等于正特征值的个数，负主元的个数
等于负特征值的个数。这一性质为判断特征值符号提供了便捷途径。

• 正定矩阵的定义与判定：正定矩阵是特征值全为正的对称矩阵，等价地，也可通过主元全为正、
顺序主子式全为正、存在可逆矩阵 D 使 A = DTD、或 A 合同于单位矩阵等方式加以判定。

• 正定矩阵的必要条件：正定矩阵的主对角元素和行列式均大于零，但这些条件单独使用时并不
充分，需要结合顺序主子式等其它判据。
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