
MIT 18.06 线性代数
第三十讲：线性变换与矩阵的几何意义

整理自 MIT 18.06 课程及相关公开笔记

引言

本讲将视角从具体的矩阵运算转向更抽象的 线性变换（Linear Transformation）。线性变换是
矩阵运算的几何与代数本质，而矩阵则是线性变换在选定基下的坐标表示。理解两者的关系，有助
于从整体上把握矩阵的几何意义，也为理解相似矩阵与基变换提供了理论基础。

1 线性变换

1.1 定义与反例

如果一个变换 T 满足以下两条性质，则称它为线性变换：

1. 加法性：对于任意向量 v,w，有 T (v + w) = T (v) + T (w)。

2. 齐次性：对于任意向量 v 和标量 c，有 T (cv) = cT (v)。

等价地，可以将这两条性质合并为一条：对于任意向量 v,w 和标量 c, d，有：

T (cv + dw) = cT (v) + dT (w)

重要推论：线性变换必须满足 T (0) = 0。例如，如果 T (v) = v+v0（平移变换），由于 T (0) = v0 ̸= 0，
因此它一定不是线性变换。再如求向量长度（T (v) = ∥v∥），虽然该变换满足 T (0) = 0，但当 c < 0

时，T (cv) = ∥cv∥ = |c|∥v∥ ̸= c∥v∥，因此它也不是线性变换。

1.2 与基、坐标的关系

要确定一个线性变换 T 对所有向量 v ∈ Rn 的作用，只需知道输入空间中一组基的变换结果。
设输入空间的一组基为 v1, v2, . . . , vn，对于输入空间中的任意向量：

v = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn

根据线性性质：
T (v) = c1T (v1) + c2T (v2) + · · ·+ cnT (vn)

因此，只要知道 T (v1), T (v2), . . . , T (vn)，就能推出任意向量的变换结果。
在给定基后，向量可以用基向量的线性组合系数来表示，这组系数即为该向量在该基下的坐标。
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2 线性变换对应的矩阵

2.1 矩阵构造

给定线性变换 T : Rn → Rm，选定输入空间基 v1, . . . , vn 和输出空间基 w1, . . . ,wm。要构造矩
阵 A，只需将每个输入基向量的变换结果表示为输出基向量的线性组合：

T (v1) = a11w1 + a21w2 + · · ·+ am1wm

T (v2) = a12w1 + a22w2 + · · ·+ am2wm

...

T (vn) = a1nw1 + a2nw2 + · · ·+ amnwm

矩阵 A 的第 i 列即为 T (vi) 在输出基下的坐标向量：

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


当输入向量的坐标为 x 时，输出坐标即为 Ax。

2.2 示例：求导变换

设线性变换 T = d
dx
，它作用于二次多项式：

T (c1 + c2x+ c3x
2) = c2 + 2c3x

输入空间为二次多项式空间，基为 v1 = 1, v2 = x, v3 = x2；输出空间为一次多项式空间，基为
w1 = 1,w2 = x。计算基向量的变换：

T (v1) = 0 = 0 · w1 + 0 · w2

T (v2) = 1 = 1 · w1 + 0 · w2

T (v3) = 2x = 0 · w1 + 2 · w2

因此，该线性变换对应的矩阵为：A =

[
0 1 0

0 0 2

]
，验证可知：A


c1

c2

c3

 =

[
c2

2c3

]
。

3 几类特殊的矩阵变换与几何直观

在实际应用中，许多常见的几何操作都可以用简单的二阶矩阵来表示，这些是最直观的线性变
换。下面逐一介绍它们的矩阵形式与几何意义。

3.1 恒等变换

定义：使平面内任意一点都保持不变的变换。

A =

[
1 0

0 1

]
几何直观：任意图形经恒等变换后保持原样，即什么都不做。

2



3.2 反射变换

定义：使平面内任意一点变成关于某条直线（轴）对称的点的变换。

3.3 伸缩变换

定义：把平面上的每个向量变成它的 k 倍的变换（k > 0 且 k ̸= 1）。
几何直观：将图形按比例放大（k > 1）或缩小（k < 1），图形与原图形相似。
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3.4 切变变换

定义：将平面内的每一点，沿着与某一坐标轴平行的方向，平移与该点到另一坐标轴的距离成
比例的变换。
几何直观：图形中垂直于切变方向的坐标保持不变，而平行方向的坐标随另一坐标成比例平移，

使得图形整体发生倾斜，例如正方形被推成平行四边形。
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3.5 投影变换

定义：把平面上任一点变成这点在坐标轴上的投影的变换。
几何直观：平行四边形经投影变换后，可能会被“压扁”成一条线段。投影变换通常不可逆。

3.6 旋转变换

定义：将平面内任意点绕原点沿逆时针方向旋转 θ 角的变换。

A =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]

当 θ = 90◦（逆时针旋转）时，A =

[
0 −1

1 0

]
；当 θ = 270◦（顺时针旋转 90◦）时，A =

[
0 1

−1 0

]
。

3.7 复合变换与矩阵乘法

对于平面内一个点 A，先经过矩阵变换 T1 得到 A′，再对 A′ 施以矩阵变换 T2，这一过程称为
复合变换。复合变换对应的矩阵等于两次变换矩阵的乘积：

T2(T1(v)) = (A2A1)v

这表明，矩阵乘法来源于线性变换的复合，且注意矩阵乘法的顺序。
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总结

• 线性变换是满足加法和数乘封闭性的映射，矩阵乘法 T (v) = Av 是最典型的例子。

• 确定一个线性变换，需知道输入空间基向量的变换结果；选定基后，线性变换与矩阵一一对应。

• 矩阵的列是输入基向量经变换后在输出基下的坐标。

• 常见的特殊矩阵变换（恒等、反射、伸压、旋转、投影）是最基础的线性变换，在几何直观与
坐标表示之间建立了直接联系。
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