
MIT 18.06 线性代数
第三讲：矩阵乘法与逆矩阵

整理自 MIT 18.06 课程及相关公开笔记

引言

在线性代数中，矩阵乘法是连接线性变换、向量空间与方程组的核心运算。本讲将从四个不同
的视角来理解矩阵乘法 AB = C，这不仅有助于加深对矩阵本质的理解，也为后续学习矩阵分解打
下基础。此外，本讲还将重点讨论方阵逆矩阵的性质，以及一种系统化求逆矩阵的方法——高斯-若
尔当消元法。

1 矩阵乘法的四种视角

设 A 为 m× n 的矩阵，B 为 n× p 的矩阵，则它们的乘积 C = AB 为一个 m× p 的矩阵。

1.1 标准方法（行乘以列）

这是矩阵乘法最常规的定义方式。矩阵 C 中第 i 行第 j 列的元素 cij，等于矩阵 A 的第 i 行行
向量与矩阵 B 的第 j 列列向量的点积（内积）：

cij =
n∑

k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj
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1.2 列组合视角（列视角）

该视角将矩阵 B 视为 p 个列向量的组合，即 B =
[
b1 b2 · · · bp

]
。由此，矩阵乘法 AB 可

以写为：
AB = A

[
b1 b2 · · · bp

]
=

[
Ab1 Ab2 · · · Abp

]
其中，Abj 是矩阵 A的所有列向量的线性组合，组合系数正是列向量 bj 的各个分量。重要推论：矩
阵 C 的每一列，都是矩阵 A 的所有列向量的线性组合。这个视角清晰地解释了“用矩阵 B 的列去
线性组合矩阵 A 的列”。

1.3 行组合视角（行视角）

该视角将矩阵 A 视为 m 个行向量的组合：

AB =


a1

a2

...
am

B =


a1B

a2B
...

amB


其中，aiB 是矩阵 B 的所有行向量的线性组合，组合系数正是行向量 ai 的各个分量。重要推论：矩
阵 C 的每一行，都是矩阵 B 的所有行向量的线性组合。这个视角清晰地说明了“用矩阵 A 的行去
线性组合矩阵 B 的行”。

1.4 列乘以行（外积求和）

任何矩阵乘法都可以表示为一组“列向量乘以行向量”的矩阵之和。设 A的第 k 列是一个 m×1

的列向量，B 的第 k 行是一个 1× p 的行向量，两者的乘积将得到一个 m× p 的矩阵：

AB =
n∑

k=1


a1k

a2k
...

amk


[
bk1 bk2 · · · bkp

]

这是一个非常重要的视角：它表明矩阵乘法可以分解为 n 个秩为 1 的矩阵之和。此类“列乘行”产
生的矩阵，其所有列向量共线，所有行向量也共线。

1.5 分块乘法

当矩阵的维度较大时，我们可以将它们划分为尺寸匹配的分块矩阵，然后按块进行乘法运算。只
要分块满足矩阵乘法的维数要求，分块乘法的规则与常规乘法完全一致。
例如，若将 A 和 B 分块为：

A =

[
A1 A2

A3 A4

]
, B =

[
B1 B2

B3 B4

]
则它们的分块乘积为：

AB =

[
A1B1 +A2B3 A1B2 +A2B4

A3B1 +A4B3 A3B2 +A4B4

]
类似地，可以通过 C1 = A1B1 + A2B3 分块计算出矩阵块的元素。这一技巧是计算机实现高效矩阵
运算（如 Strassen 算法）的重要基础。
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2 逆矩阵

对于方阵 A，如果存在一个矩阵 A−1，使得 AA−1 = A−1A = I（I 为单位矩阵），则称 A 为可
逆矩阵（或非奇异矩阵），A−1 为其逆矩阵。

2.1 奇异矩阵（不可逆矩阵）

如果矩阵 A 不可逆，则称之为奇异矩阵。奇异矩阵有一个关键的性质：存在非零向量 x，使得
Ax = 0。
理由：如果 A 可逆，那么 Ax = 0 两边左乘 A−1 得 x = A−10 = 0，这与 x 是非零向量矛盾。
几何意义：矩阵 A 的列向量线性相关（例如成倍数关系），无法张满整个空间。

举例：

[
1 3

2 6

]
的两列成比例，为奇异矩阵（行列式为零）。对于非零向量

[
3

−1

]
，有：

[
1 3

2 6

][
3

−1

]
=

[
0

0

]

2.2 高斯-若尔当方法求逆矩阵

求逆矩阵本质上是解方程组 Ax = b 的特殊形式：对应右端项为单位阵。
解法步骤：

1. 将单位矩阵放在 A 的右侧，建立增广矩阵 [A | I]；

2. 对增广矩阵进行高斯消元与回代，将左侧的 A 化为单位矩阵 I；

3. 左侧变为 I 时，右侧得到的矩阵即为逆矩阵 A−1。

[A | I] 行变换−−−→ [I | A−1]

原理证明：我们使用消元矩阵 E 来表示对矩阵 [A | I] 进行的行变换。变换后的结果是：

E[A | I] = [EA | EI]

由于最终左侧变成了单位矩阵，即 EA = I，故根据逆矩阵的定义，可知 E = A−1。同时右侧
EI = E = A−1，与预期一致。

示例：求 A =

[
1 3

2 7

]
的逆矩阵。

[
1 3 1 0

2 7 0 1

]
r2−2r1−−−−→

[
1 3 1 0

0 1 −2 1

]
r1−3r2−−−−→

[
1 0 7 −3

0 1 −2 1

]

因此，A−1 =

[
7 −3

−2 1

]
。

2.3 逆矩阵的运算性质

与实数乘法类似，矩阵乘法和转置的逆运算遵循以下规则：

• 乘积的逆：(AB)−1 = B−1A−1 （注意运算顺序反转）

• 转置的逆：(AT )−1 = (A−1)T
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总结

• 矩阵乘法有四种理解视角：逐元素点积（行乘以列）、列向量的线性组合、行向量的线性组合，
以及列向量乘行向量外积求和。后三种视角强调了“线性组合”的核心思想，是贯穿整个课程
的主线。

• 分块乘法是处理大型矩阵的重要技巧，对于实现快速矩阵算法（如 Strassen 算法）至关重要。

• 方阵可逆的充要条件是方程 Ax = 0 仅存在零解（列向量线性无关）。

• 高斯-若尔当法通过构建增广矩阵 [A | I]，利用行变换同时处理多个方程组，以此系统化地求
解逆矩阵，其本质是用初等矩阵 E 左乘 A 来将 A 化为单位矩阵。

补充：Kronecker 积

设 A = (aij) 和 B = (bij) 分别是 m × n 阶和 k × l 阶矩阵，定义他们的 Kronecker 积为一个
mk × nl 阶矩阵：

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
...

am1B am2B · · · amnB


Kronecker 积满足如下九条性质：

1. (A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C

2. A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C

3. (kA)⊗B = k(A⊗B) = A⊗ (kB)

4. Im ⊗ In = Imn

5. (AB)⊗ (CD) = (A⊗ C)(B ⊗D)

6. (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

7. 若 A 和 B 是可逆矩阵，则 A⊗B 也是可逆矩阵，且 (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1

8. 设 A 是 m 阶方阵，B 是 n 阶方阵，则 |A⊗B| = |A|n|B|m

9. 设 A 是 m 阶方阵，B 是 n 阶方阵，则 r(A⊗B) = r(A) · r(B)

4


