
MIT 18.06 线性代数
第七讲：求解 Ax = 0

整理自 MIT 18.06 课程及相关公开笔记

引言

上一讲中已经定义了矩阵的列空间与零空间。本讲将从定义过渡到具体的算法实现，重点讨论
如何系统性地计算矩阵 A 的零空间，即求出所有满足 Ax = 0 的向量 x。

1 消元法求解零空间

1.1 消元至行阶梯形式

对于 Ax = 0 这个方程组，因为右侧向量为零，所以无需使用增广矩阵，只需对系数矩阵 A 进
行消元。对矩阵进行行操作虽然会改变其列空间，但不会改变方程组的解，因此也不会改变零空间。
以一个具体的 3× 4 矩阵为例：

A =


1 2 2 2

2 4 6 8

3 6 8 10


为了计算其零空间，首先使用高斯消元法将 A 化为行阶梯形矩阵（Row Echelon Form）U。第一步
消元：利用第一列的主元 1，将第二行减去第一行的 2 倍，第三行减去第一行的 3 倍，得到：

1 2 2 2

0 0 2 4

0 0 2 4


第二步消元：第一列向下找不到非零主元，故移至第二列。第二列同样是自由列，继续移至第三列，
得到第二个主元 2。将第三行减去第二行的 1 倍，最终得到：

U =


1 2 2 2

0 0 2 4

0 0 0 0


此时第三行变为零，这说明原矩阵 A 的第三行是第一行与第二行的线性组合，该行被消去了。

1.2 主变量与自由变量

在消元得到矩阵 U 后，可以给出以下关键定义：

• 主元（Pivot）：消元过程中阶梯处非零的元素。本例中有两个主元，因此矩阵的秩（Rank）为
r = 2。
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• 主元列（Pivot Columns）与主变量（Pivot Variables）：主元所在的列称为主元列，本例中为
第 1 列和第 3 列。对应的变量 x1 和 x3 称为主变量，主变量的个数等于矩阵的秩 r。

• 自由列（Free Columns）与自由变量（Free Variables）：不包含主元的列称为自由列，本例中为
第 2 列和第 4 列。对应的变量 x2 和 x4 称为自由变量，自由变量的个数为 n− r = 4− 2 = 2。

自由变量之所以“自由”，是因为回代求解时它们可以被任意赋值，继而推导出主变量对应的解。

2 回代求解特解

为了覆盖整个零空间，可以通过为自由变量赋予特定的数值来求出特解（Special Solutions）。常
用的赋值方法是“依次给一个自由变量赋值为 1，其余自由变量赋值为 0”。
第一个特解：令 x2 = 1, x4 = 0。代入原方程组（以 U 的形式，且右侧为零）：2x3 + 4x4 = 0

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 0

通过回代可得 x3 = 0，进而求得 x1 = −2。因此，第一个特解为：

s1 =


−2

1

0

0


第二个特解：令 x2 = 0, x4 = 1。代入方程组得到：2x3 + 4(1) = 0 =⇒ x3 = −2

x1 + 2(0) + 2(−2) + 2(1) = 0 =⇒ x1 = 2

因此，第二个特解为：

s2 =


2

0

−2

1


通过以上步骤可知，一个矩阵的自由变量个数等于零空间特解的个数，也就是零空间的维数。整

个零空间即为这些特解的任意线性组合构成的集合：

N(A) = Span{s1, s2} = c1


−2

1

0

0

+ c2


2

0

−2

1

 (c1, c2 ∈ R)

3 行简化阶梯形矩阵与零空间矩阵

3.1 化简为行简化阶梯形式

将上述消元得到的上三角矩阵 U 进一步化简为行简化阶梯形矩阵（Reduced Row Echelon Form，
简称 RREF），记为 R（在 MATLAB 中可以通过 rref(A) 命令直接得到）。具体步骤为：
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1. 将主元化为 1：使主元列的数值归一。

2. 向上消元：使主元列除主元本身外均为 0。

对前面的矩阵 U 进行以上操作，可得：

R =


1 2 0 −2

0 0 1 2

0 0 0 0


3.2 列交换与分块形式

如果在 R的左侧进行适当的列交换，将主元列全部集中到矩阵的左侧，而将自由列集中到右侧，
矩阵 R 可被重写为如下分块形式：

R =

[
Ir×r Fr×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]

其中 I 是 r × r 的单位阵，对应主列；F 是 r × (n− r) 的矩阵，对应经过消元后的自由列。

3.3 零空间矩阵的构造

根据上述分块形式，方程 Rx = 0 可写为：[
I F

] [xpivot

xfree

]
= 0 =⇒ Ixpivot + Fxfree = 0 =⇒ xpivot = −Fxfree

若选取特解时的自由变量组合 xfree 恰好为单位阵 I 的各列，则可以直接构造出零空间矩阵 N，其
列向量即为零空间的一组特解：

N =

[
−F

I

]
其中下部的 I 是大小为 (n− r)× (n− r) 的单位阵，对应自由变量的个数；上部的 −F 是与主变量
相对应的部分。验证可得：

RN =
[
I F

] [−F

I

]
= −F + F = 0

这表明矩阵 N 的每一列都是 Ax = 0 的特解，而 N 的列空间即为矩阵 A 的零空间。

总结

本讲完整介绍了计算矩阵 A 零空间的系统化算法：

• 消元：将矩阵 A 化为行阶梯形矩阵 U，并确定矩阵的秩 r。

• 分类变量：确定 r 个主变量和 n− r 个自由变量。

• 求特解：依次给自由变量赋值为 0 和 1，回代得到 n− r 个特解。

• 构造零空间矩阵：将 U 进一步化为行阶简化梯形式 R。通过对 R 进行列交换得到标准分块形

式，直接构造零空间矩阵 N =

[
−F

I

]
。通过求解 RN = 0 即可得出零空间的完整表示。
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